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Ir is shown that, if G is a h-conneed non bipartite graph, then given h - 1 vertices of G, 
there is an odd elementary cycle containing ‘then.. The theorem is also true for even cycles. 
On montre que si G cst un graphe h-connexe non biparti, alors par h - 1 sommets 
quekonques de G il passe un cycle &ementaire impair. Le th&o&me est kgalement vrai pour les 
cycks pairs. 
Un resultat classique de Dirac [2] &once que par Cr som:mets quelconques d’un 
graphe konnexe, h 3 2, il passe un cycle 6l&mentaire, Dans le prolongement de 
ce resultat, la conjecture stivante a Ct6 po&e par Las Ye:rgnas (non publike) et 
par Lov6sz 133: h - 1 sommets quelconques d’ua graphe konnexe non biparti, 
h 3 2, sont contenus dans un cycle &mentaire impair. Taft 143 a egalement pose 
ce probikmc. 
Dans le present article, nous d$montrons cette conjectlwe d’une facon applica- 
ble egalement au cas pair (rksultat annoack &ns Graph Theoj Newsletter 9 (1) 
1979). Le r&ultat a 6t.e aussi obtenu indepeadammeat de nous par Bondy et 
Lovisz [l] comme consequence d’une propriete de l’espace des cycles d’un graphe 
h -connexe. Notre methode, directe, est essentiellement differente. 
2. Termindogie et notations 
(a) Toutes les chaines, ainsi que tous les cycles cons_di?r& dans ce travail sont 
6lementaires. Nous ne le rkpetons pas toujours. 
(b) Soient A un ensemble de sommets d’un graphe, et x un sommet n’kppar- 
tenant pas h A. Une (x, A)-chaine est une chak &5mentaire ayallt une 
extremite n x et l’autre dans A, sans passer par d”;ouf&es sommets de A, 
(c) Plnsieurs (x, A)-chaines n’ayant de.ux B deux en ccmmun que le sonunet x:, 
sont dites inde’pmdantes. 
(d) Soient a et b dwx sommets d’une cha?ne p, par r,c[a, b] nous dksignerons la
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sous-chame de p, ayant a et b pour extremites. Les notations ~[a, b[, ~]a, KJ, et 
P]I, b[, auront Qeurs significations &identes. 
(e) Si Q et b appartiennent a un cycle y, et si un sens positif de parcours est 
convenu sur ‘y, al,ors ?‘[a, b] designer-a Ia sous-chaine de y utilisee pour aller de a 
en b dans le sens positif. 
(f) Enfin, si A, est un ensemble de sommets contents dans un cycle ‘y, nous 
appelons segment de (7, A) wne sow-chake de y ne rencontrant A qu’en ses 
extremites. 
Lemme 1. Soit A un ensemble de sommets contenus dans un cycle &Gnentoire y. Si 
un s 3mmet a# y est reli6 par trois (a, yj-chaines ind6pendantes b un segment de 
(y, A), alors un cycle &?‘ntentairc de mZme parit2 we y passe par A U(a). 
Prewe. Ckientons y arbitrairernent. Soient A, p, et V, les trois chaines issues de 
a, rencontrees dans cet ordre en parcourant y dans le sens positif, et soient X, y, et 
t, leurs sommets respectifs sur y (cf. Fig. I). 
Si le cycle y1 = v + y[z, X] + A nest pas de m&e pariti que y, c’est que le cycle 
A + r[x, t] + v est impair. Mais alors, l’un des deux cycles A + y[x, y]+ cr. et 
p 7 y[y, z] + v est pair. Done, l’un des deux cycles y2 = ct -I- y[y, x]+ A et y3 = 
v + r[z, y] + I_L est de meme parite que y. 
Les trois cycles ylrt y2, et y3, passent par A U(a); d’ou le resultat. 
Fig. 1. 
zopositim. Soient G un graph e bconnexe (k 3 3), et A un ensemble de k - 1 
sornmets de G coritenus clans un cycle e’Ementai7e y. Si pour un entier n, un somrnet 
a+ y est relic’ tfr n q *zznts conskutifs de (y, A) par n +2 (Q, y)-chafnes 
indipendantes, alor ,rle kle’mentaire de mhe parit6 que y passe pat A U(a). 
Prewe. Nous demontrons la proposition pour y impair. La m*me demonstration 
s’applique dans le cas pair, avec les modifications de parite qui s’imposent. 
Supposons qu’aucun cycle impair ne passe par A U(a). Nous allons montrer 
cue cela conduirai t B une contradiction. 
I1 existe par hypothkse un cycle impair y contenant A. tel que n segments 
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Fig. 2. 
constkutifs de (‘y, A ) soient relit% h 01 par at + 2 (a, y)-chaines independantes. 
Nous supposerons par la suite que 7, ainsi que fes n segments co&cutifs sur y, 
ont et6 choisis de man&e que pt soit mhimal avec cette prop&%. Notons 
qu’alors n # I, car sinon d’aprh le Lenme I, un cycle in$air passe par A U(a). 
Orientons y arbitmirement. Dksignons par a, l’extr&iGt~‘termhle du premier 
des n segments trow6s SW: y, St soient Q~, . . . , ak__l le reste des sommets de 14 
dans l’ordre de leur recontre en allant dans le sens positif sur y (cf. Fig. 2). 
Si A est un systeme de n + 2 (a, $-chairres md&pendantes reliant a h 
y[ ak _ 1, u,J, on not era par x(A) l’ensemble des extremites des chames de A 
situ&es spur 7. Remarquons quz, comme n # 1, aucun segment de (y; A) ne peut 
contenir plus de delwr sommets de x(A). 
POW WI td A, Si /x(A)n&+, a,[! <: 2, il y aurait plus de n + 1 chames de A 
aboutissant aux n - ‘1 segment:s de (‘y, A) situ& sur y[al, a], ce qui contredirait Ila 
minimalit6 de YE, on conclut que: 
bdla) n Y[$-1, a#2, et que a&(A). (1) 
Pour dea raisons similaires: 
Mais alors: 
(M) t-h ylb+.,, a [1 # 0, (3 
car dans le cas contraire (et pour n >2), n chafnes de A aboutiraient aw n -2 
segments de (y, A) Eitues sur ~[a~, %]. En fait, si ke > 2 alors )x(A) f7 y&z,, a#=? 
POW tmt systeme A ainsi d&6, soit I(A) la longueur du segment de (r, x(A)) 
contenant a,. ChoisIssons A, teI que Z(A,) eoit minimal. Soient alors x1, . . . , Aa+2 
les somxr ets de x(A O) dans l’ordre d’apparition sur y en partant de &-I (cf. Fig. 
2). Nws designerons par 4 la chake de A, aboutissant en 4. Les relations (l), 
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(2), et (3), se tradukent par: 
xl, x2 E: 74~~~ aICt x3 E Yl% a,L et xr.+1Jn+2 E Yh-lr 4. 
Notons par X0 i’ensemble des sommets parcourus par les chames de A, ou par 
la chla”ine y[x3, x,]. Comme G est k-connexe, a, 6 X0, et IX01 > k; le sommet a, 
est relic a X,, par un systeme JV de k (a,, X0)-chaines ind4pendantes. Soit N 
i’ensemble des extremitks de ces chaines sur X0. 
(I) Uontrons qu’en fait, N est sur y. 
Sii existe i tel que W fI &[a, xi [ # $4, soit alors y E N f7 &[a, xJ, et soit 0’ la 
chaine de JV aboutissant en y. En suivant w a partir de a, soit z le dernier sommet 
de v appartenant & y]x2, x,[ (cf. Fig. 3). La chaine A = A&z, y]+ ~[y, z] est une 
(a, y)-cha^ine verifiant A PI Ai = {a} pour i #: i. En rewplacant dans A,, la chaine hi 
par la chaine A, nous obtenons un systeme ~4 de ;~t +2 (a, y)-chaines 
independantes reliant toujours a B y[uk+ a,,]. Examinons les differentes posi- 
tions que peut a\ oir z sur y]:x2, x_,[, et lmontrons qu’elles am&rent touaies des 
contradictions. 
I1 est d’abord impossible que z soit en a,, car z E x(A), alors que d’apres (I), 
a, 6 x(A). 
Si t et Xi appartiennent a un msme segment de (y, A), (cas de la Fig. 3(a) par 
exemple), on voit alors que l(A) < I(&), ce q -ui est contradictoire vu le choix de 
AO. Si par contre z et 4 sont dans deux segments difkents de (y, A), (cas de la 
Fig. 3(b) par exemple), il existe alors un sous-systeme .ie A servant h contredire la 
minimalite de n. 
Notre assertion est done d3montree; N est sur y[x,, x,]. 
(2) Montrons qu’ii existe un sommet de N au plus, SW un segment de (y, A) 
inclus dans y[a,, :zk_J. 
Remarquons dkbord que comme \e cycle A,+ y[x?, x,]+A, passe par A U(U), 
a 
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Fig. 4. 
il est kessairement pair. On en deduit que 1s cycle A1 + $x1, x2] + A2 est impair. 
I1 en est de m2me du cycle A,,+I + Y[x,,+~, G+&- A,,+2. 
Supposons que de lx sommets de N eppartiennent B un meme segment de 
(y, A) inclus dans y[aI, %__J. Went y’ et y” ces deux sommets : rrespondant 
respectivement aux deux c:haInes V’ et V” .ie JV (cf. Fig. 4). Supposons que y’ soit 
le premier de ces deux sommets a be rsncontre en venant de x3 dans le sens 
positif. Les dew. cycles: 
et 
h,+ y[x3, y’]+ v’ + v”+ y[y”, XJS Al, 
hJ+&, y']+v'+v"+y[y",xJt A& 
sent elementaires et contiennent tous les cleux A U {a}. Or iI E ne &i&rent que par 
l’utilisation de deux parties complemen&ires du cycle impair AI + y[xl, x2]+ Aa. 
L’un d’entre eux est done impair, ce qui contredit notre hypothese de depart. 
L’assertion est done prouvbe. 
Il en resulte en particulier que IN n $x,, adI s 1. Si done n = 2, alors pour des 
raisons evidentes de syrnkrie par rapport a al, on aurait aussi IN I? ~[a,__,, x211 s 
1.. Mais alors, N ne pouvant avoir plus d’un sommet par segment, on await 
INI g k - 1. Ce qui est contradictoire, on en deduii; que n > 2.. 
(3) Montms que pour n 2 3, it existe m cycle imp& y’ passant par A tel que 
n - 1 segments conshtifs de (yl, A) soient re;!i&s & a par PI + 1 (a, y’)-chaines 
ind@endantes. 
Du paragraphe prec&dent, nous deduisons que N c<)ntient trois sommets ur 
YC%-19 xJU $x3, a,], dont un au plus est sur $x3, a?]. Soient yl, y2, et y3, ces 
trois sommets, et soient vl, v2? et v3, les trois chakes de: JV’ correspondantes. Zn
parwurant ~[a~, aJ dans le sens poskif, d&&tons par s le dernier sommet de 
v1 U v2 U v3 rencontr6, ;jupposcms que ce soit l.;r $&be I+ qui passe par s ; y2 et v3 -; 
Eont alors necessairem~ent sur r[ uk_+ x,3. On suppssera que y2 est le premier 
rencontr6 en venant de +1 dans le sens positif (cf. Fig. 5(a) ou (b)). 
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Fig. 5. 
Le cycle 7 ’ = ~,[a,, s]+ r[s, y&k v&, a,], est elementaire et passe par A. 
Orientons le suivant les indices croissants des a,. Comme le cycle L+l+ 
YC&l+ J&+21-- hn+2 est impair, il est clair que . :I’ est impair, car sinon le cycle 
hn+2 + y’[&+, . x+~]+ A.,,+l contenant A iJ{a) serait impair. 
Posons a = A2 + y[y3, x~]+ v3, et soit #3 une chaine def;,nie par: 
P =A3 si s E ~[a~, x3] (Kg. 5(a)), 
0 = h3 + y[x3, $1 !;i s E y&, a2] (Fig. 5(b)). 
On voit que ar et p sont deux (a, y’)-c:haines independantes reliant Q Zt ~‘[a~, a,l. 
Si on remplace les trois premieres chzlines de A, par les dew chaines ~1 et &I, on 
obtient un systeme d2 n -I- 1 (a, y’)-chaines independantes reliant c1 aux n - 1 
segments de (y’, A) situ& sur $[a,, u,,]. 
L’assertion est done prouvie, et elle contredit Cvidemment la definition de n. 
La proposition est alors demontre. 
Lemme 2. Soit G un graphe 3-connexe non biparti; par tout couple de sommets de 
G, passent un cycle e’ie’mentaire impair et un autre pair. 
Fretwe. La demonstration utilise le Lemne. 1, elle est laissee au lecteur. 
Soit G un graplre h-connexe nolt biparti, (h 33); par h - 1 sommets 
quekorques de G, passent ur? cycle &!mentaire impair et un autre pair. 
ewe. Nous demontrons le theoreme pour ‘les cycles impairs, le cas pair se traite 
en intervertissant les parites f4ans 1~: text*:. 
Le tbeoreme est vrai pour h = 3. Su ppwons le vrai pour l’ordre ti - 1, et 
montrons le pour un graphe h-connexe G. Soit S un ensemble de h - I sommets 
de G. Flour tout sommet x de S, il exist: d’apres I’hypothese de rkrrence, un 
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cycle impair ‘yX passant par S\(x), On a lr, 12 h - 2, et on peut supposer que 
x4 ‘) . . 
1% TS montrons d’abord que s’il existe x dans S tel que Iv.1 2 h - 1, alors en 
posant 4 = S\(x),’ n I wgmenb cons~wtifs de fr,; A)+sont .reWs & x . par 4% t 2 
(x, y,)-d. 61e independantes, pour un certain entier at. 
Le fait e*t clair si lr,l h h, car alors x est relic aux h - 2 segments de (v,, A) par 
h (x, y,)-chdnes independantes. Cela n’est pas moins vrai si Ir,] = k - 1) car ,alors 
‘yX contient un -seul sommet y non dans S, et x est relic par trais (x, y,)-chaines 
ind+endantes au segment de (T%, A) ayant pour extr&nit~ le.3 deux voisins de y 
sur 7%. 
En appliquant dans ce cas la proposition prkcedente avec k = h - 1, on tnornre 
l’existence d’un cycle impair passant par S. 
I1 reste done B examiner le cas ou pour tout x ES, yX nf: contient que les 
so;ramets de S\(x). 
On voit alors que ISI est pair. Soit G’ le sous-graphe de G 1 ngendrk par S. 11 
est clair que tout sommet de S est sur un cycle de G ‘, et done a 3met demur voisins 
distincts dans G’. Soit u un sommet de S. Il existe darns C?’ un cycle lpassant 
uniquement par S\(u). Orientons ce cycle. Soient a et w de*x sommets du cycle 
tels que chacun d’eux pr&&de imrw%iatement un voisin de u (cf. Fig. 6). II est 
alors facile de voir que chacun des wuples (u, u), (u, w), et (w, $, constitue Iles 
extr&nitCs d’cne cha?ne hamiltonienne de G’ ayant un nombre impair d’,arcs. 
Un sommet y de G extkieur B S, lui est relic par h - 1 ( y , S)-ilzhaines 
independantes. PaBmi les trois chtines arrivant en u, u, et w, dew sent 
n&essairement de m8me pa&& Ces deux chaines, prolongees par !a chaiine 
Ihamiltonienne de 6” joignapt leurs extr&nit&, forment un cycle impair lpassant 
par tous les sommets de S. 
ILe thCorkme est alors dCmon&. 
Fig. 6. 
e. Dans le 
pour les hypoth&ses 
cas des cycles impairs, le rkultat est le meilleur possible, 
zonsid6r6es. 
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&I effct, en prenalnt pour tout h, .Z& et en joignant par une a&e deux 
sommets appartenant h une m6me classe, il est facile de voir que bii:n que le 
graphe r&&ant soit II -connexe non biparti, il est pourtant impossible de trouver 
un cycle impair pIassam par les h sommets de la classe opposC. 
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